
� ��������� 	 
 � ��
�
 � 
������ ����� � ��������� ���
! "�# ��$%���&��'�� ()� " ���*��'�$+� ,-��� �/.��0� "�1 �
2436587:9<;6=6>?3A@B243DCFEF;�7:GH36>JILK:MONJ;:9P@Q7:G?ESRT365VU�WBU)9<XY9<Z[=]\^9<CFID@:_�=45O>`36acb�9YG?3

dfeTg<hjilknmThjo�prqFs)tvuwtxsJyzt]y{sJ|}s?~H��|BuS~^qS�v�]y�����uwt]t]y{�wuw��q�{����qFs����Sy{�[uwy���t]y{�S����s`��|�����t��SyP�PuS~w�����Sy���tF������uS��uS~v�� ��t�s`�vuS~v��s�p4�L���w�Sy{uwt�qS�H��� sJ�����Sy�� �]��u?�����L~����Ly���qFs¡£¢A¤ ��|B��~w�{y{�v���v��sJ����~ �Sy��vsJyO�{������t��¥s?��s`~w�A���L~w����~F�]�¦�}�uS~v��sJ§v�]�������]y����]�¨�©�L~v���¦���¥�F~v|O�L~ ��qFs)��~w�PsJy{��uw��s��xs©�}�Qsns`~ªr¢ uS~v� ¡:¢ |{�v�L«Fy{sn�L���L~v|©�­¬Fs`��sJ���PsJ�¯®H°�sJ±LuS��t���s²y{s©³|{�]�¦��|���~v������u?�{s´|}�F� sµ��~w�Ps`yPs`|¶����~F�µ�Ps?~v�vs`~v���·�¸y{�L����qFs��p+�Sy ¢A� p�t��F��~w�r�S�:¹]�¥sJ�º�
»?¼�»{½£¾4¿4À�Á:Â:ÃD¾�Ä¸À:½ÅzÆ�ÇnÈ{Ç�ÉjÊzËÍÌ�ÎSÏQÎSÐ:Ñ]É�Ê{Ò©ÓDÊPÊPÉ�ÎLÔ²ËwÕ6ÎSÓ�Ï[ÏPÆxÇºËSÑ�Ö?ËSÔFÏ{Ëw×LÇJÊËSÔxÑ�Ñ]ÉjÊPËLÑ]ÖHËwÔFÏ{ËS×SÇJÊ�ÎSÐ)Ï{Æ�Ç´ØrÙ�Ú�Ç©Ï{Æ�Î]Ñ·Û�Æ�ÇnÔ%ÒnÎSÚ�ÜÝ ËSÈPÇ`Ñ%Ï{Î·ÏPÆ�Ç¯Þ�Ù�ÎLÔ�ÇSßáàQÌ�ÇJËSÈPÌ�â�Ï{Æ�ÇnÈ{Ç�ËwÈ{ÇãÒ©ÇnÈPÏ{ËSÉ�ÔË Ý�Ý Ì�É�ÒJËHÏPÉ�ÎSÔDÊÍÛ�Æ�ÇnÈ{Ç^ÎLÔ�ÇäÏPÇ`Ò�Æ�Ô�ÉjåFÓ�Ç²ÉjÊæÚ�ÎSÈ{Ç^ÊPÓ�É�Ï�ËwÕ�Ì�ÇÏ{ÆxËwÔãÏ{Æ�Ç�ÎwÏPÆxÇnÈ`ßçØrÓ]Ï Ð¸ÎLÈ�Î Ý ÏPÉjÒnËSÌ[ÎLÈ�É�Ú Ý Ç`Ñ�ËwÔxÒnÇ^Ï{ÎwÜÚ�ÎS×LÈ{Ë Ý Ævâ Ý È{ÎSÕ�Ì�ÇnÚäÊÍÒ©ÎLÚ Õ�É�Ô�É�Ô�×�Õ6ÎwÏPÆµÏ{ÇJÒ�Æ�Ô�ÉjåFÓ�ÇJÊæÉ�ÔÏ{Æ�ÇµÊ{ËwÚ�Ç´ÒnÎSÚ Ý Ó]Ï{ÇnÈ Ý È{ÎS×SÈ�ËwÚ0èzÛrÎSÓ�ÌjÑ�Õ6Ç´Ï{Æ�ÇçÚ�ÎFÊ}ÏÇnéäÒnÉ�ÇJÔFÏ�ÛzË?â¯ÎSÐ Ú�Î]Ñ]ÇnÌ�É�Ôx×êÏ{Æ�ÇçÆvÓ�ÚäËSÔ%Æ�ÇJËLÑ�ß�ëºÔ�ÇÒnÎSÓ�ÌjÑäÚ�ÇnÔFÏPÉ�ÎSÔxÇJÑ^ÊPÓxÒ�Æ^Ë Ý ÈPÎLÕ�Ì�ÇJÚäÊ[ËSÊBÏPÆ�ÇºÌ�É�×SÆFÏ Ý ÎLÉ�ÔFÏÊPÎSÓ�È�Ò©Ç`ÊnèzÊ{Ò©Ó�Ì�Ì�ÎSÈ^ÏPÆ�ÇìÖLÎSÉjÑ+ÈPÇJ×SÉ�ÎSÔxÊ�Û�Æ�ÉjÒ�Æ%Ò©ÎLÓ�ÌjÑ¯Õ6ÇÏ{ÈPÇ`ËHÏPÇ`Ñ²ÕvâäÏ{Æ�ÉjÊzÏPÇ`Ò�Æ�Ô�ÉjåLÓxÇSè]Ð¸ÎLÈ�Ç©í�ËwÚ Ý Ì�ÇSßî¶Ô·ÎSÈ�Ñ]ÇnÈ�ÏPÎµÏ�ËwïSÇ�ËLÑ]ÖHËwÔFÏ{ËS×SÇ�ÎwÐ)ÞAÙ[ðñËSÔxÑ+ØQÙQðãèÏ{Æ�ÇnÉ�È)ÒnÎSÓ Ý Ì�É�Ô�×^ÆxËLÊ�Õ6ÇnÇJÔ´É�ÔFÖLÇJÊTÏPÉ�×LËwÏPÇJÑ�ÇníFÏ{ÇnÔxÊPÉ�ÖSÇnÌ�â�É�ÔÊPÇnÖLÇnÈ�ËwÌ]ÇnÔx×SÉ�Ô�ÇnÇJÈPÉ�Ô�×�òxÇJÌ�Ñ�ÊJèvÊTÓxÒ�Æ^ËLÊf×SÇJÎSÚ�ÇJÒ�ÆDËwÔ�ÉjÒnÊ�ó¦ô?õöèó ÷HõöèFÊPÎSÌ�ÉjÑ�Ú�Ç`Ò�ÆxËwÔxÉ�ÒJÊ�ó�øLø©õöèwÐ¸È�ËSÒ©ÏPÓ�È{Ç�Ú�ÇJÒ�ÆxËSÔ�ÉjÒnÊ�ó�ø©õ�ËwÔxÑÇJÌ�Ç`Ò�ÏPÈ{ÎSÚäËS×SÔ�ÇnÏPÉjÒnÊ)ó ùSõ<è�ó úHõöè�ó�øJûHõöè�ó üHõöè£ó ýHõÅzÆ�ÇnÈ{ÇçËSÈPÇµÊTÇJÖSÇJÈ{ËSÌ Ñ]É�þ6ÇJÈPÇJÔLÏ0Ú�Ç©Ï{Æ�Î]Ñ%ÎwÐ�Ò©ÎSÓ Ý Ì�É�Ô�×ØrÙ[ðÿËwÔxÑ^ÞAÙ[ð*ó �wõ<è6ó úHõöèDó ùwõößfÅzÆ�Ç Ú�Ç©Ï{Æ�Î]Ñ�ÊzÑ]ÉjÊPÒnÓxÊPÊPÇJÑÉ�ÔµÏPÆ�ÉjÊ Ý Ë Ý ÇJÈ ËwÈ{Ç�Ì�É�Ú�É�Ï{ÇJÑµÏ{Î0ÏPÆ�Ç²Ñ�É�È{ÇJÒ©Ï Ò©ÎSÓ Ý Ì�É�Ô�×0ÎwÐÏ{Æ�Ç^ØrÙ ËSÔxÑçÞAÙ8ÚäËHÏ{ÈPÉjÒ©Ç`Ê�Û�Æ�ÇnÔçÏPÆ�ÇäÕ6ÎSÓxÔxÑ�ËwÈ{âìÒ©ÎLÔ]ÜÑ]É�ÏPÉ�ÎSÔDÊBÎSÔ^ÏPÆ�ÇºÉ�ÔFÏPÇJÈTÐlËLÒ©Ç�Õ6Ç©Ï}ÛrÇnÇJÔäÏ}ÛQÎæÊPÓ�Õ�È{Çn×LÉ�ÎLÔxÊBËSÈPÇÉ�Ú Ý ÎFÊTÇ`Ñ�ß

»©»?¼��������
	���� Ã4À:Â
���LÄ�½��ÅzÆ�ÉjÊ Ý È{ÎSÕ�Ì�ÇnÚ ÉjÊ�ÒnÌ�ÎFÊTÇJÌ�â È{ÇnÌjËHÏ{ÇJÑ/ÏPÎ8Ï{Æ�Ç�Ú Ó�Ì�ÏPÉ��È{Çn×LÉ�ÎLÔ Ý È{ÎSÕ�Ì�ÇnÚ¨ÎSÐxÏPÆxÇzØrÙµÚ�Ç©ÏPÆxÎvÑ�ÊPÓxÒ�Æ�ËLÊ Ý ÈPÇ`ÊTÇJÔFÏPÇJÑÉ�ÔãÞ�É�×xß´øSß^ÅzÆ�ÇäÚ�Ó�Ì�Ï{É��vÈPÇJ×SÉ�ÎSÔµËwÔxËSÌ�â]ÊPÉ�Ê)ÆxËLÊ�ÏPÎ�Ð¸Ó�Ì�òxÌ�ÌÒnÎSÔFÏPÉ�ÔvÓ�É�Ï}â�Ò©ÎLÔxÑ]É�ÏPÉ�ÎSÔxÊQËwÌ�ÎSÔ�×)ÏPÆxÇ�É�ÔFÏ{ÇnÈPÐlËSÒ©Ç Ì�É�Ô�Ç
Γi
ÕDÇnÜÏ}ÛrÇnÇJÔ

Ω1
ËwÔxÑ

Ω2
ÈPÇJ×SÉ�ÎSÔxÊJß�ÅzÆ�ÉjÊæÈ{ÇJÊPÓ�Ì�Ï{ÊÍÉ�Ô­ÏPÆxÇ^Ð¸ÎSÌ�ÜÌ�ÎHÛ�É�Ôx× Ï}ÛrÎ�ÈPÇJÌ�ËwÏPÉ�ÎSÔxÊPÆ�É Ý Ê

Φ
(1)
Γi

= Φ
(2)
Γi

∂Φ(1)

∂n

∣

∣

∣

∣

Γi

= −
∂Φ(2)

∂n

∣

∣

∣

∣

Γi

� ø��
�:Ç©Ï Ï{Æ�Ç ÊPÓ�Õ��vÈPÇJ×SÉ�ÎSÔ

Ω1
Õ6Ç�Ñ]ÉjÊ{Ò©È{Ç©ÏPÉjÊPÇJÑ0Õvâ²Ï{Æ�Ç�ÞAÉ�Ô�É�ÏPÇÙBÌ�ÇnÚ�ÇJÔLÏ�Ê�ËwÔxÑ­Ï{Æ�Ç

Ω2
Õvâ­ÏPÆxÇ�ØrÎSÓxÔxÑ�ËwÈ{âµÙBÌ�ÇJÚ�ÇnÔFÏ{ÊJß

� Ì�ÎLÔ�×�ÏPÆ�Ç^ÒnÎSÚ�Ú�ÎSÔ­É�ÔFÏ{ÇnÈPÐlËSÒ©ÇLè�Ï}ÛrÎ0ÒnÎSÔxÑ�É�Ï{É�ÎLÔxÊ�Ú ÓxÊTÏ
�
��� �"!�#$��%'&$()�"&$�+*�, #$�-#$���+.0/�(1#2, #$!�#$�3%"45�
���6%'&879%"45:�;<�6=6>
#2&1,<=?�";@:�/�A',</��6�6&$,</�A�BDC��
�"($!�&1�?EF�6/G#H�"/�IJ.0/�4K%'&$EL�M#$,<%'/ONG7�(1#2�6EF(
B
PQ�"&$(2�?*SRT/�, UG�6&1(2, #073%"4V�D�6=W��/�%';<%'A"7GBX!�;ZY-[T%'($\67^]'%
*_� `"a�BXb'bM>
c'c'd PQ�"&$(2�?*VBfeD%';��"/�IgBh�6EL�",<;Zi gWj<khl_jKm
n�o prqso�mWt'u�o prv
�
��,<(D*_%'&$]w*
�"(Dx��"&1#$,��";<; 7H(2!�x�xr%'&8#2�6I�yG7H[wz_{OA'&$�"/|#},</ d b'b'b d >
d b'b"~�7G�?�"&$(?Y

Ω

Ω

2

1

Ω2

Γ

Γ

Γ

i

i

i

n

n

n

n

n

n

n

1

2Γ

1

Γ

Γ

2

Γ

Ω1

��,<A�Yg�'Y+�
���wE�!�; #$, �|&$�6A',<%'/��"/��"; 7�($,<(

ÕDÇ0Ê{ËHÏPÉjÊTòxÇJÑãÙQåDß � ø��'�²ÒnÎSÔFÏPÉ�ÔvÓ�É�Ï}â � ÏPÆ�Ç�òxÈ�Ê}Ï�ÎSÔ�Ç�� ËSÔxÑÇJåFÓ�É�Ì�É�Õ�È{É�ÓxÚ � ÏPÆ�Ç�ÊTÇ`Ò©ÎLÔxÑ­ÎSÔ�Ç���èBËLÊæÉ�Ï�ÛzËSÊæÉ�ÔêÒJËSÊPÇ^ÎwÐÏPÆ�ÇÍÚ�Ó�Ì�ÏPÉ��FÈ{Çn×SÉ�ÎSÔ�ØrÙ[ðãßàQÎLÔFÏPÉ�ÔFÓxÉ�Ï}â�ÎwÐfÏ{Æ�Ç�ÊTÏ{ËwÏPÇæÐ¸ÓxÔxÒ�Ï{É�ÎLÔ
Φ
ÒnËSÔ�ÕDÇ�Ú�ËSÉ�Ô�ÜÏ{ËSÉ�Ô�Ç`ÑãÕvâ­ÓxÊTÉ�Ô�×�Ï{Æ�Ç�Ê{ËwÚ�Ç�ÎSÈ�Ñ]ÇnÈæÎSÐ�ÕxËSÊPÉjÊÍÐ¸Ó�ÔxÒ©ÏPÉ�ÎSÔxÊÉ�Ô�Õ6ÎwÏPÆ�ÞAÙ+ËSÔxÑ²ØrÙ¯Ð¸ÎSÈ{Ú Ó�ÌjËHÏ{É�ÎLÔxÊnßOÅzÆvÓxÊJèFÉ�Ð�Ë ÏPÆ�È{ÇnÇG�Ô�Î]Ñ]ÇJÑ�ÉjÊTÎ Ý ËwÈ�ËwÚ�Ç©Ï{ÈPÉjÒBåFÓxËLÑ]È{ËwÏPÉjÒBÕ6ÎSÓ�ÔDÑ�ËwÈ{âÍÇnÌ�ÇnÚ�ÇnÔFÏfÉjÊÓxÊPÇJÑ²ËSÔ²Ç`åLÓxÉ�ÖHËwÌ�ÇnÔFÏròxÔ�É�ÏPÇ)ÇnÌ�ÇnÚ�ÇnÔFÏ�ÊPÓxÒ�Æ²ËSÊQÐ¸ÎLÈQÇní]ËSÚ�ÜÝ Ì�Ç)ÇJÉ�×LÆFÏ6�FÔxÎvÑ�ÇJÑ�åLÓDËSÑ]È{É�ÌjËHÏ{ÇnÈ�ËwÌ4åFÓxËSÑ]È�ËHÏ{É�ÒºÇnÌ�ÇnÚ�ÇJÔLÏ�ÎLÈÊTÉ�í�ÔxÎvÑ�ÇJÊ�ÉjÊPÎ Ý ËSÈ{ËSÚ�ÇnÏPÈ{É�Ò ÏPÈ{ÉjËwÔ�×LÌ�Ç�ÆxËLÊzÏPÎ^Õ6ÇæÓxÊPÇJÑ�Ð¸ÎLÈÏPÆ�Ç�òDÔ�É�Ï{ÇÍÇnÌ�ÇnÚ�ÇnÔFÏ Ë Ý�Ý È{Î?ívÉ�ÚäËHÏ{É�ÎLÔ£ßÅzÆxÇ�ÇJÊ{ÊTÇJÔLÏ{É�ËSÌ�É�Ï}âãÎwÐ)ÏPÆxÇ Ý ÈPÎLÕ�Ì�ÇnÚ Ì�É�Ç`Ê�É�Ô+Ï{Æ�Ç0ÐlËSÒ©ÏÏPÆxËwÏQÏ{Æ�Ç)É�ÔFÏPÇJÈ Ý ÎSÌjËHÏ{É�ÎLÔäÐ¸ÎSÈrÏ{Æ�Ç)Ñ�ÇnÈ{É�ÖHËHÏ{É�ÖLÇJÊQÎwÐ£Ï{Æ�Ç Ý ÎSÜÏPÇJÔLÏ{É�ËSÌBÐ¸ÎLÈÍÏPÆ�Ç�ÞAÙ[ð Ì�É�Ç`ÊæÎSÔxÇäÎSÈ�Ñ]ÇnÈæÌ�ÎHÛrÇnÈ�ÏPÆDËwÔ­ÏPÆxÇÎSÈ�Ñ]ÇnÈ�ÎSÐ[ÏPÆxÇ Ý ÎwÏ{ÇnÔFÏPÉjËwÌfÉ�Ï{ÊPÇnÌ�Ð}è:Û�ÆxÇnÈ{ÇJËSÊ Ð¸ÎSÈ�Ï{Æ�ÇäØrÙ[ðÐ¸ÎSÈ{Ú Ó�ÌjËHÏ{É�ÎLÔ^Ñ]ÇnÖLÇnÌ�Î Ý ÇJÑ�Æ�ÇJÈPÇLèSÏ{Æ�Ç É�ÔFÏPÇJÈ Ý ÎSÌjËHÏ{É�ÎLÔ�Ð¸Ó�ÔxÒ�ÜÏPÉ�ÎSÔxÊzÆDËSÊrÏPÆxÇæÊPËSÚ�Ç�ÎLÈ{Ñ]ÇJÈzÔ�ÎwÏ�ÎLÔ�Ì�â^Ð¸ÎSÈzÏPÆxÇ Ý ÎSÏPÇnÔFÏ{É�ËSÌÕ�Ó]Ï ËSÌ�ÊPÎ�Ð¸ÎSÈ�É�Ï{Ê�Ñ]ÇJÈPÉ�ÖHËHÏ{É�ÖLÇJÊJß

� ÓxÒ�Æ²Ó�ÔxÇJåFÓxËwÌ6É�ÔLÏ{ÇnÈ Ý ÎLÌ�ËwÏPÉ�ÎSÔäÎSÐ�ÏPÆ�Ç)Ô�ÎSÈ{ÚäËwÌ4Ñ]ÇnÈ{É�Ö?ËwÜÏPÉ�ÖSÇ`Ê�ÎSÔ)ÏPÆxÇBÉ�ÔFÏ{ÇnÈPÐlËSÒ©ÇfÉ�Ú Ý ÌjËwÔFÏ{Ê£ËSÔ�ÇnÈ{ÈPÎLÈ4ÏPÎzÏPÆxÇBÈPÇ`ÊTÓxÌ�ÏPÜÉ�Ôx×�ÊPâ]Ê}Ï{ÇnÚ�ÎwÐ�Ç`åFÓxËHÏ{É�ÎLÔxÊ�ËSÊzÛrÇÍÒ©ÎSÓxÌ�Ñ�ÎSÕxÊPÇnÈ{ÖSÇ)ÌjËHÏPÇJÈJßØrÇ`ÒnËwÓDÊTÇìËSÌ�ÎLÔ�×ãÏPÆxÇìÉ�ÔFÏ{ÇnÈPÐlËSÒ©ÇìÏPÆ�ÇµÒ©ÎSÔFÏ{É�ÔvÓ�É�Ï}â+ËSÔxÑÇJåFÓ�É�Ì�É�Õ�È{É�ÓxÚÿÒ©ÎLÔxÑ]É�ÏPÉ�ÎSÔxÊ)ÆxË?ÖLÇ�ÏPÎ0ÕDÇ�Ð¸ÓxÌ�òxÌ�Ì�ÇJÑ�è:Ð¸ÎSÈ�ÏPÆxÇÞAÙ%Ë Ý�Ý È{ÎLËLÒ�Æ�ÛrÇÍÆxË?ÖLÇ�ÏPÎ^ËSÊ{ÊPÓ�Ú�Ç�ÏPÆxËwÏ ÎSÔ�ÏPÆxÇæÉ�ÔFÏ{ÇnÈPÜÐlËSÒnÇ�ÛrÇ0ÛQÎLÓ�ÌjÑêÆxË?ÖLÇ�ËLÑ�Ñ]É�ÏPÉ�ÎSÔxËSÌ�Ó�Ô�ïvÔ�ÎHÛ�Ô��g�xÓ]í�è[ÇnívÜÝ È{ÇJÊ{ÊTÇ`Ñ�Õvâ�� ÇnÓ�ÚäËSÔ�ÔVÕ6ÎSÓ�ÔDÑ�ËwÈ{â�Ò©ÎSÔDÑ]É�Ï{É�ÎLÔxÊJß�� ÎSÈPÜÚäËwÌ�Ì�â�Ï{Î�ÊPÎSÌ�ÖSÇ�ÞAÙ¨ÊTâ]ÊTÏPÇnÚ�Ï{Æ�Ç+��ÇJÓ�ÚäËwÔ�ÔµÕDÎLÓ�ÔxÑ�ËSÈPâÒ©ÎLÔxÑ]É�ÏPÉ�ÎSÔxÊ�ÆxË?ÖSÇ²ÏPÎµÕDÇ�ïvÔ�ÎHÛ�Ô¯ËSÌ�Ì�ÎHÛ�É�Ô�×ìÓxÊ�ÏPÎ­ÊPÎSÌ�ÖSÇÏPÆ�Ç�ÊTâ]ÊTÏPÇnÚ ÎwÐOÇJåFÓxËwÏPÉ�ÎSÔxÊJß � ÎäÔ�ÎHÛcÏPÆ�Ç�Þ�Ù%ÊPâ]Ê}Ï{ÇnÚ ÎwÐÇJåFÓxËwÏPÉ�ÎSÔxÊ�É�Ô�É�Ï{Ê�ÚäËwÏPÈ{É�í�Ð¸ÎSÈ{Ú ÒnÎSÓ�ÌjÑ�ÕDÇ�Ç©í Ý È{ÇJÊ{ÊTÇ`Ñ�ËLÊÐ¸ÎSÌ�Ì�ÎHÛ�Ê
A(FE)Φ(FE) = B(FE) ∂Φ(FE)

∂n
+ F in ΩFE

� ôf�
Û�Æ�ÇnÈ{Ç

Φ(FE) ËwÔxÑ ∂Φ(F E)

∂n

ËSÈPÇ ÒnÎSÌ�Ó�Ú�Ô�ÚäËHÏPÈ{ÉjÒ©ÇJÊ Ò©ÎSÔ�ÜÏ{ËSÉ�Ô�É�Ô�×�ÏPÆxÇäÔ�Î]Ñ�ËwÌBÖHËSÌ�Ó�Ç`Ê)Ð¸ÎSÈ�Ï{Æ�Ç Ý ÎSÏPÇJÔLÏ{É�ËSÌ � Ý Æ�ÎwÏ{ÎSÔÑ]ÇnÔDÊTÉ�Ï}â�� É�ÔµÏPÆ�Ç�Û�Æ�ÎLÌ�ÇäÊPÓ�Õ��]Ñ]ÎSÚäËwÉ�Ô
Ω1

ËSÔxÑ´É�Ï{ÊæÔ�ÎSÈPÜÚäËwÌ Ñ]ÇJÈPÉ�ÖHËHÏ{É�ÖLÇJÊ � ÒnÓ�È{ÈPÇJÔLÏ Ý Æ�ÎwÏ{ÎSÔ}��ÎLÔ·ÏPÆ�Ç�É�ÔFÏPÇnÈPÐlËSÒnÇ
ø`÷



Γi
ßÅzÆ�Ç¯ÒnÎSÈ{ÈPÇ`Ê Ý ÎSÔxÑ�É�Ô�×·Õ6ÎSÓ�ÔDÑ�ËwÈ{âVÉ�ÔFÏPÇn×LÈ{ËSÌæÇJåFÓxËwÏPÉ�ÎSÔÐ¸ÎSÈzÏ{Æ�ÇæØrÙ[ð�ÊTÓxÕ��vÑ]ÎLÚäËwÉ�Ô�ÉjÊz×SÉ�ÖSÇJÔ�Õvâ
A(BE)Φ = B(BE) ∂Φ(BE)

∂n
+ q on ΓBE

� ÷g�
Û�Æ�ÇJÈPÇ

Φ(BE) ËwÔDÑ ∂Φ
(BE)

∂n

ËSÈPÇ²ÏPÆ�Ç�Ô�Î]Ñ�ËSÌ Ý ÎwÏ{ÇnÔFÏPÉjËwÌjÊ
� Ý Æ�ÎwÏ{ÎSÔ´Ñ]ÇJÔxÊPÉ�Ï}â���ËSÔxÑ�ÏPÆ�ÇJÉ�È�ÊºÔ�ÎSÈ{ÚäËwÌ:Ñ]ÇJÈPÉ�ÖHËHÏ{É�ÖLÇæÖSÇ`Ò�ÜÏPÎLÈ{ÊzÈ{ÇJÊ Ý ÇJÒ�Ï{É�ÖLÇnÌ�âSßàQÎSÚ ÕxÉ�Ô�É�Ô�× ÏPÆ�ÇºÙ[å6ß � ôf��èvÙ[å6ß � ÷g�[ËSÔxÑ^ËSÑxÑ]É�Ôx×ÍÏPÆ�Ç)É�Ô]ÜÏPÇJÈTÐlËLÒ©Ç�Ò©ÎSÔDÑ]É�Ï{É�ÎLÔxÊæÙQåDß � ø��ÍÎLÔ�Ç²Û�É�Ì�Ìr×SÇnÏ�ËìÊPâ]Ê}Ï{ÇnÚ�ÎwÐÇJåFÓxËwÏPÉ�ÎSÔxÊzÈ{ÇJËLÑ]â�Ð¸ÎSÈzÏ{Æ�ÇæÊPÎSÌ�Ó]ÏPÉ�ÎSÔ � ÊPÇnÇÍÙ[å6ß � ø`ü ��ß

»©»©»?¼Q�rÄ�½:Äj¾ � �5� ����� ½�¾�¿ � ��¿ ����� ½£¾	�v¾�Ä¸À:½ÅzÆ�Ç­ÕDÎLÓ�ÔxÑ�ËSÈPâ �FÖHËSÌ�Ó�Ç Ý È{ÎSÕ�Ì�ÇnÚ Ð¸ÎSÈ�ÏPÆ�Ç�ÞAÙ�ÊPÓ�Õ��È{Çn×SÉ�ÎSÔ�ÉjÊ0Ñ]Ç©òDÔ�ÇJÑVÕFâ+Ï{Æ�ÇµÊPÇJÒnÎSÔxÑ��FÎSÈ�Ñ]ÇJÈ²Ñ]É�þ6ÇJÈPÇJÔLÏ{É�ËSÌÇJåFÓxËwÏPÉ�ÎSÔµó�
?õ
−
∂

∂x

(

D
∂Φ

∂x

)

−
∂

∂y

(

D
∂Φ

∂y

)

+ k2Φ = 0
� ù��

É�Ô+ÒnÎSÔ
�}Ó�ÔDÒ�ÏPÉ�ÎSÔ¯Û�É�Ï{ÆêÏ{Æ�Ç0ÕDÎLÓ�ÔxÑ�ËSÈPâ�ÒnÎSÔxÑ�É�Ï{É�ÎLÔxÊ � ÊPÇnÇÞAÉ�×DßDôf�G�
Φ = Φ0 on Γ and

∂Φ

∂n
= ψ on Γi

� ý �
ÅzÆ�Ç ÇJåFÓ�É�ÖHËwÌ�ÇnÔFÏ�Ö?ËSÈPÉjËHÏ{É�ÎLÔxËwÌ Ý È{ÎSÕxÌ�ÇJÚ Ð¸ÎSÈ�Ï{Æ�Ç
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Õ6ÎSÓ�ÔxÑxËwÈ{âf�vÖHËwÌ�Ó�Ç Ý ÈPÎLÕ�Ì�ÇJÚ Ñ]ÇnòxÔ�ÇJÑ0ËSÕDÎHÖLÇºÉjÊ�×SÉ�ÖSÇJÔ²Õvâ
δF (Φ) = 0 Φ = Φ0 on Γ

� üg�
Û�Æ�ÇJÈPÇ
F =

D
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Z
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»„

∂Φ

∂x

«2

+

„

∂Φ

∂y

«2

+ k
2Φ2
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Z

Γi

ΦψdΓi �����

Å:Î8Ñ]ÉjÊPÒnÈPÇnÏPÉ��nÇ�Ï{Æ�Ç+Ð¸Ó�ÔxÒ©ÏPÉ�ÎSÔxËSÌ � 
r�©è�Ï{Æ�Ç·Þ�Ù�ÊPÓ�Õ��È{Çn×SÉ�ÎSÔ¨ÉjÊ´Ñ�É�ÖvÉjÑ]ÇJÑ¨É�ÔFÏPÎ
M

ÇJÌ�ÇJÚ�ÇnÔFÏ{ÊµËwÔxÑ8É�ÔFÏPÇJÈTÐlËLÒ©ÇÕ6ÎSÓ�ÔxÑxËwÈ{â
Γi
� ÊTÇJÇìÞAÉ�×Dß ø���ÉjÊäÕ�È{ÎSïLÇnÔ+É�ÔFÏPÎ

Mi

ÊTÇJ×wÜÚ�ÇnÔFÏ{ÊJß�� ÊPÓxËwÌ�Ì�âSè
M
ÉjÊBÚ ÓDÒ�Æ�ÌjËwÈ{×SÇJÈOÏPÆxËSÔ

Mi

ß���É�ÏPÆ�É�ÔÇJËLÒ�Æ�ËSÈPÇ`Ë ÇJÌ�ÇJÚ�ÇnÔFÏJè]Ï{Æ�Ç�òxÇJÌ�Ñ�ÉjÊzÇ©í Ý È{ÇJÊ{ÊTÇ`Ñ²ËSÊ
Φ(x, y) =

6
X

i=1

N
e

i
(x, y)Φe

i
= {Ne}T {Φe} = {Φe}T {Ne} �����

ËSÔxÑ^ÎLÔ^ÇJËLÒ�Æ^Ì�É�Ô�Ç�ÊTÇJ×SÚ�ÇnÔFÏrÎSÔ^Ï{Æ�Ç)É�ÔFÏPÇJÈTÐlËLÒ©Ç ÏPÆ�ÇºòxÇnÌjÑÉjÊ�Ç©í Ý È{ÇJÊ{ÊTÇ`Ñ²ËLÊ
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3
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i

i
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i
}

T
{Φ

i
} = {Φ

i
}

T
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i
} �����

� ÊPÊPÓ�Ú�É�Ô�×8ÏPÆxËwÏ�ÏPÆxÇ%É�ÔFÏ{ÇnÈPÐlËSÒ©Ç·Õ6ÎSÓ�ÔDÑ�ËwÈ{â
Γi

É�ÊêËÊTÚ�ÎvÎwÏ{Æ Ò©ÎLÔFÏPÎSÓxÈJè�Ï{Æ�Ç Ô�ÎSÈ{ÚäËwÌ·Ñ]ÇnÈ{É�ÖHËwÏPÉ�ÖSÇ ÎSÐ�ÏPÆ�ÇÕDÎLÓ�ÔxÑ�ËSÈPâ0òxÇJÌ�Ñ£è£Û�Æ�ÉjÒ�Æ´ÉjÊ
ψ
è£ÉjÊ)ÛQÇJÌ�ÌfÑ]ÇnòxÔ�ÇJÑµËHÏÍÇ`ËSÒ�ÆÉ�ÔFÏPÇJÈTÐlËLÒ©Ç�Ô�Î]Ñ]Ç�ËSÔxÑ0ÏPÆxÇnÈ{Ç©Ð¸ÎSÈ{Ç ÒJËwÔ´ËSÌ�ÊPÎ^Õ6Ç Ç©í Ý È{ÇJÊ{ÊPÇJÑËSÊ

ψ
i(x, y) =

3
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N
i

i
(x, y)ψi

i
= {Ni}T {ψi} = {ψi}T {Ni} �������

ÅzÆ�ÉjÊ�ÉjÊAË�ÛrÇJËwï Ý ÎSÉ�ÔFÏAÎSÐ]ÏPÆ�ÉjÊOË Ý�Ý È{ÎLËLÒ�ÆÍÕDÇ`ÒnËSÓxÊTÇ[ÏPÆ�Ç ΦËwÔxÑ0É�Ï{Ê Ô�ÎSÈ{ÚäËwÌ£Ñ]ÇJÈPÉ�ÖHËHÏPÉ�ÖSÇæËSÈPÇÍË Ý�Ý È{Î?ívÉ�ÚäËHÏ{ÇJÑ�ÕFâ²ÏPÆ�ÇÊPËSÚ�ÇQÊTÆxË Ý Ç[Ð¸Ó�ÔxÒ©ÏPÉ�ÎSÔxÊJß ��Ç`ÊTÓxÌ�Ï�Ê£ÎwÐxÊPÓxÒ�ÆæË Ý�Ý È{ÎLËSÒ�Æ�Û�É�Ì�ÌÕDÇæÑ]ÇJÚ�ÎSÔxÊTÏPÈ�ËHÏ{ÇJÑ�Ì�ËwÏPÇnÈ`ß
� ÓxÕxÊ}Ï{É�Ï{Ó]ÏPÉ�Ô�×^ÙQåDß � úh�6ø`û �[É�ÔFÏPÎäÙQåDß � 
f��è�ÛrÇ�ÎSÕ]Ï�ËwÉ�Ô
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{Φe}T [Ae]{Φe} +
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∑

i=1

{Φi}T [Bi]{ψi}
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ËSÔxÑ
[Bi] =

∫

Γi

{N i}{N i}T dΓi
� ø`ô �
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ÅzÆDËwÔ£è Ý ÇnÈPÐ¸ÎSÈ{Ú�É�Ô�×+Ï{Æ�ÇêËSÊ{ÊPÇnÚ ÕxÌ�â%ÙQåDß � øLø��0ÒJËwÔ8ÕDÇÛ�ÈPÉ�ÏTÏ{ÇnÔ�ËSÊ
F =

1
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{Φ}T

[

A(FE)
]

{Φ} + {Φ}T
[

B(FE)
]

{ψ}
� ønùg�

Û�Æ�ÇnÈ{Ç
A(FE) ÉjÊ�ËwÔ N ×N

ÊPåFÓxËSÈPÇæÚäËwÏPÈ{É�í�è
B(FE) É�ÊËwÔ

N×Mi

È{ÇJÒ©Ï{ËwÔx×SÓ�ÌjËwÈ�Ú�ËwÏPÈ{É�í�è
Φ
É�ÊOË�Ò©ÎLÌ�Ó�Ú�Ô�ÖSÇJÒ©ÏPÎLÈÈPÇ Ý ÈPÇ`ÊTÇJÔFÏPÉ�Ô�×�ÏPÆ�ÇæÔxÎvÑxËwÌ£ÖHËwÌ�Ó�Ç`Ê�ÎwÐOòxÇJÌ�Ñ0É�ÔFÏPÇnÔDÊTÉ�Ï}â�ËSÔxÑ

ψ
É�Ê Ë�ÒnÎSÌ�Ó�Ú�Ô�ÖSÇ`Ò�ÏPÎLÈzÈPÇ Ý ÈPÇ`ÊTÇJÔFÏPÉ�Ô�×�ÏPÆ�ÇÍÔ�Î]Ñ�ËSÌ£ÖHËwÌ�Ó�ÇJÊÎwÐ ∂Φ
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ÔxÎvÑ�ÇJÊ�ÎwÐ�Ï{Æ�Ç[É�ÔFÏPÇnÈPÐlËSÒnÇSß(' É�þ6ÇJÈPÇJÔFÏPÉjËHÏTÜÉ�Ô�×
F
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A(FE)Φ(FE) + B(FE) ∂Φ(FE)

∂n
= 0
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